Виділення повного квадрата, як метод  вирішення деяких нестандартних завдань

Приклад 1. Знайти найбільше із значень z, для яких існують числа x, y, задовольняють рівнянню 

 2x2 +2 y2 + z2 + xy + xz + yz = 4. 
Розв’язок. 
Так як потрібно знайти найбільше значення z, то в лівій частині рівності будемо послідовно виділяти повні квадрати, спочатку щодо x, потім щодо y. (Звичайно, можна спочатку виділити повний квадрат щодо y, потім щодо x).  Отже, 2x2 + xy + z +2 y2 + z2 + yz = 4 
                                                                                     2x2 +2 ∙ x ∙ (y + z) 4 + y + z42-y + z42 +2 y2 + z2 + yz = 4

                                                                     2x + y + z42-(y2 +2 y + z2) 8 +2 y2 + z2 + yz = 4

 Позначимо x + y + z4 = x й зберемо подібні члени 

2x'2 +158 y2 +3 yz4 +78 z2 = 4 

2x'2 +158 (y2 +6 yz15) +78 z2 = 4 

 2x'2 +158 y2 +2 ∙ y ∙ 3z15 + z52-z52 +78 z2 = 4 

2x'2 +158 y + z52-z252 +78 z2 = 4 

Позначимо y + z5 = y '
2x'2 +158 (y ') 2-340z2 +78 z2 = 4 
 2x'2 +158 (y ') 2 +45 z2 = 4 

2x'2 +158 (y ') 2 = 4-45z2 

Так як ліва частина останньої рівності неотрицательна, то права частина повинна бути неотрицательной: 

4-45z2 ≥ 0z2-5 ≤ 0-5 ≤ z ≤ 5. 

Отже, необхідно z ≤ 5. Покажемо, що можна знайти такі x, y, при яких z = 5. Якщо z = 5, то 

2x'2 +158 y'2 = 0 

 x '= 0y' = 0z = 5x + y + z4 = 0y + z5 = 0z = 5x = 145-54 = -445 =-15y =-15z = 5 

Відповідь. z = 5 

Приклад 2. Числа x, y, z такі, що x2 +3 y2 + z2 = 2. Яке найбільше значення може приймати вираз 2x + yz? 

Приклад 2 ми зведемо до прикладу 1. Нехай значення  2x + yz = az = 2x + ya,  підставляючи цей вираз для z в рівняння, одержимо:  x2 +3 y2 + (2x + ya) 2 = 2.  
x2 +3 y2 +4 x2 + y2 + a2 +4 xy-4ax-2ay = 2 
5x2 +4 y2 + a2 +4 xy-4ax-2ay = 2  (1) 

Тепер завдання формулюється так: знайти найбільше значення а, для якого існують числа x, y, задовольняють рівнянню (1). 

Знову виділяючи повні квадрати, спочатку відносно х, потім щодо у, одержуємо: 

5x2 +4 (ya) 5 ∙ x +4 y2 + a2-2 ∙ y ∙ a = 2 

5x2 +2 x (2y-2a) 5 +2 y-2a52-2y-2a52 +4 y2 + a2-2 ∙ y ∙ a = 2 

5x +2 y-2a52-5 (4y2-8ya +4 a2) 254y2 + a2-2 ∙ y ∙ a = 2 

Позначимо x +2 y-2a5 = x '. 

 5 (x ') 2 +165 y2-2y ∙ a5 + a25 = 2 

 5 (x ') 2 +165 (y2-2y ∙ a16) + a25 = 2 

 5 (x ') 2 +165 y2-2 ∙ y ∙ a16 + a162-a162 + a25 = 2 

 5 (x ') 2 +165 y-a162-165 ∙ a2162 + a25 = 2 

Покладемо y-a16 = y ' 

5 (x ') 2 +165 y'2 +1580 a2 = 2 

 5x'2 +165 y'2 = 2-1580a2 

Так як ліва частина останньої рівності більше або дорівнює нулю, то і права частина повинна бути неотрицательна, тобто  2-1580a2 ≥ 0a2-323 ≤ 0-323 ≤ a ≤ 323 . Вирішуючи систему x '= 0y' = 0a = 323, одержуємо x = 38 ∙ 323y = 116 ∙ 323a = 323 

Відповідь. Найбільше значення а = 323. 

Приклад 3. Знайти всі значення а, при кожному з яких існує єдина пара цілих чисел x, y, які задовольняють рівнянню-15x2 +11 xy-2y2 = 7 і двом нерівностям x <y, 2a2x + +3 ay <0 

Розв’язок. 

1) Будемо розглядати ліву частину рівності, як, наприклад, квадратний тричлен щодо x і спробуємо розкласти його на множники. 

Для цього скористаємося теоремою 4. Згідно з цією теоремою, потрібно знайти корені рівняння:-15x2 +11 xy-2y2. 

Його дискримінант D = (11y) 2-4 ∙ 15 ∙ 2y2 = y2, і тоді  x1, 2 =-11y ± y-30 = y325y 
Тепер-15x2 +11 xy-2y2 =-15x-y3x-25y =-3x-y ∙ 5x-2y. 

Тоді рівність-15x2 +11 xy-2y2 = 7 можна переписати у вигляді:  3x-y ∙ 5x-2y = -7. 

Так як ми шукаємо тільки пари цілих чисел (x, y), то числа  3x-y і 5x-2y теж цілі. 
 Цілими дільниками числа 7 є числа ± 1, ± 7 і тільки вони. Тому дане рівняння рівносильне сукупності чотирьох систем: 

2) Встановлено, що рівняння-15x2 +11 xy-2y2 = 7 має рівно чотири пари цілих рішень. Нерівності x <y, задовольняють лише дві пари: (9; 26) і (15; 38). 

3) З'ясуємо за яких а ці дві пари з пункту 2) задовольняють умові: 2a2x +3 ay <0. 

(9; 26): 2a2 ∙ 9 +3 a ∙ 26 <0aa +133 <0-133 <a <0. 

(15; 38): 2a2 ∙ 15 + 3 a ∙ 38 <0aa +195 <0195 <a <0. 

4) Зобразимо отримані безлічі на осі параметра а. 
З креслення видно, що для a ∈ - ∞; -133 ∪ 0; + ∞ задача не має цілих рішень; для a ∈ -133, -195
лише одна ціла пара (9; 26) задовольняє всім умовам; при a ∈ - 195,0 є дві пари цілих чисел, які відповідають завданню (9; 26) і (15; 38). 
Відповідь. -133, -195.

